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Dada una medida de Borel finita en RY, su transformada de
Fourier se define como
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Dada una medida de Borel finita en RY, su transformada de
Fourier se define como

A() = [ &) dp(x).

Decimos que 7i(&) tiene decaimiento polinomial si existen
Cy,0 >0 tales que
()] < Cole 2.

La dimension de Fourier de u se define como
dimg(p) =2sup{c >0:|u(&)| < C,|&|° para alguna C, >0 }.
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Dada una medida de Borel finita en RY, su transformada de
Fourier se define como

A() = [ &) dp(x).

Decimos que 7i(&) tiene decaimiento polinomial si existen
Cy,0 >0 tales que
()] < Cole 2.

La dimension de Fourier de u se define como
dimg(p) =2sup{c >0:|u(&)| < C,|&|° para alguna C, >0 }.

Se dice que p satisface la condicion de Frostman si existe
s=s(u) > 0tal que
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Dada una medida de Borel finita en RY, su transformada de
Fourier se define como

A() = [ &) dp(x).

Decimos que 7i(&) tiene decaimiento polinomial si existen
Cy,0 >0 tales que
()] < Cole 2.

La dimension de Fourier de u se define como
dimg(p) =2sup{c >0:|u(&)| < C,|&|° para alguna C, >0 }.

Se dice que p satisface la condicion de Frostman si existe
s=s(u) > 0tal que

w(B(x,r)) < Crot.
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Dados un conjunto de aplicaciones contractivas de R
Si,...,Smypesos p1,...,pmtales que py +--- + pm =1, existe
una Unica medida de Borel de probabilidad 1 en R tal que
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Dados un conjunto de aplicaciones contractivas de R
Si,...,Smypesos p1,...,pmtales que py +--- + pm =1, existe
una Unica medida de Borel de probabilidad 1 en R tal que

m
1(A) =S pin(Si'A), YAcRY boreliano .
i
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Dados un conjunto de aplicaciones contractivas de R
Si,...,Smypesos p1,...,pmtales que py +--- + pm =1, existe
una Unica medida de Borel de probabilidad 1 en R tal que

m
1(A) =S pin(Si'A), YAcRY boreliano .
i

(S1,...,Sm),(p1,...,pm) se llama sistema iterado de
funciones con pesos (IFSw) y u se llama atractor del IFSw o
medida autosimilar asociada al IFSw.
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Sea u’;t la medida autosimilar para el IFSw {ax + f;}!", con
pesos p=(pq,...,pm) donde t=(t,...,tn),ac(0,1).

15 , es la distribucion de la suma aleatoria

o0
> Xna",
n=1
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Sea u’;t la medida autosimilar para el IFSw {ax + f;}!", con
pesos p=(pq,...,pm) donde t=(t,...,tn),ac(0,1).

15 , es la distribucion de la suma aleatoria

o0
> Xna",
n=1

donde X, son v.a.i.i.d con P(X, = t;) = p;.
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Sea u‘;t la medida autosimilar para el IFSw {ax + f;}!", con
pesos p=(pq,...,pm) donde t=(t,...,tn),ac(0,1).

15 , es la distribucion de la suma aleatoria

o0
> Xna",
n=1

donde X, son v.a.i.i.d con P(X, = t;) = p;.

Las llamamos medidas autosimilares homogéneas.
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Sea u‘;, la medida autosimilar para el IFSw {ax + f;}!", con
pesos p=(pq,...,pm) donde t=(t,...,tn),ac(0,1).

15 , es la distribucion de la suma aleatoria

o0
> Xna",
n=1

donde X, son v.a.i.i.d con P(X, = t;) = p;.
Las llamamos medidas autosimilares homogéneas.

e El caso mas simpleescuandod=1,m=2 t;=-1,b=1y
p1=p,p>=1-pesdecir, Ng,t es la distribucion de la suma

C. A. Mosquera - P. S. Shmerkin IMAS- CONICET, FCEyN - UBA

decaimiento de la transformada de Fourier



Sea u‘;, la medida autosimilar para el IFSw {ax + f;}!", con
pesos p=(pq,...,pm) donde t=(t,...,tn),ac(0,1).

15 , es la distribucion de la suma aleatoria

o0
> Xna",
n=1

donde X, son v.a.i.i.d con P(X, = t;) = p;.
Las llamamos medidas autosimilares homogéneas.

e El caso mas simpleescuandod=1,m=2 t;=-1,b=1y
p1=p,p>=1-pesdecir, Ng,t es la distribucion de la suma

o0
Z +g"
n=1
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Sea u‘;, la medida autosimilar para el IFSw {ax + f;}!", con
pesos p=(pq,...,pm) donde t=(t,...,tn),ac(0,1).

15 , es la distribucion de la suma aleatoria

o0
> Xna",
n=1

donde X, son v.a.i.i.d con P(X, = t;) = p;.
Las llamamos medidas autosimilares homogéneas.

e El caso mas simpleescuandod=1,m=2 t;=-1,b=1y
p1=p,p>=1-pesdecir, Ng,t es la distribucion de la suma

o0
Z +g"
n=1

donde P(+)=py P(-)=1-p.

C. A. Mosquera - P. S. Shmerkin IMAS- CONICET, FCEyN - UBA

decaimiento de la transformada de Fourier



e Si p=1/2 se llaman convoluciones de Bernoulli, 4.

le la dimensior aimiento d



e Si p=1/2 se llaman convoluciones de Bernoulli, 4.
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e Si p=1/2 se llaman convoluciones de Bernoulli, 4.
El caso a=1/3 da la medida de Cantor-Lebesgue.

 Si p # 1/2, se llaman convoluciones de Bernoulli sesgadas,
p
Ha-
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Si i es una medida soportada en el Cantor 1/3 entonces
12(¢) + 0 cuando ¢ — +oo. Entonces
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Si i es una medida soportada en el Cantor 1/3 entonces
12(¢) + 0 cuando ¢ — +oo. Entonces dimg (1) = 0.

 En 1984, Kaufman [Kau84] probd que si F € C? en R con
F" >0, entonces
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Fuu(A) = u(F~'A) para todo conjunto de Borel A c RR.
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Si i es una medida soportada en el Cantor 1/3 entonces
12(¢) + 0 cuando ¢ — +oo. Entonces dimg (1) = 0.

 En 1984, Kaufman [Kau84] probd que si F € C? en R con
F"" >0, entonces dimg(F,) > 0 donde

Fuu(A) = u(F~'A) para todo conjunto de Borel A c RR.

Kaufman prueba esto para convoluciones de Bernoulli 15 con
ae(0,1/2).
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Si i es una medida soportada en el Cantor 1/3 entonces
12(¢) + 0 cuando ¢ — +oo. Entonces dimg (1) = 0.

 En 1984, Kaufman [Kau84] probd que si F € C? en R con
F"" >0, entonces dimg(F,) > 0 donde
Fuu(A) = u(F~'A) para todo conjunto de Borel Ac R.

Kaufman prueba esto para convoluciones de Bernoulli 15 con
ae(0,1/2).

e Aln si dimg () = 0, puede pasar que 7i(£) tenga decaimiento
rapido fuera de un conjunto de frecuencias pequeno.
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Si i es una medida soportada en el Cantor 1/3 entonces
12(¢) + 0 cuando ¢ — +oo. Entonces dimg (1) = 0.

 En 1984, Kaufman [Kau84] probd que si F € C? en R con
F"" >0, entonces dimg(F,) > 0 donde

Fuu(A) = u(F~'A) para todo conjunto de Borel Ac R.

Kaufman prueba esto para convoluciones de Bernoulli 15 con
ae(0,1/2).

e Aln si dimg () = 0, puede pasar que 7i(£) tenga decaimiento
rapido fuera de un conjunto de frecuencias pequeno.

eErdds [Erd39,Erd40] probd, para convoluciones de Bernoulli,
que dimg(u4) > 0 para casi todo a pero que existe un conjunto
infinito numerable de &'s para los cuales 71z(£) no tiende a cero
cuando [{| - +oo.
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e Kahane [Kah71] prueba que dimg(u4) > 0 para todo a fuera
de un conjunto de excepciones de dimension de Hausdorff
cero.
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e Kahane [Kah71] prueba que dimg(u4) > 0 para todo a fuera
de un conjunto de excepciones de dimension de Hausdorff

cero.
e Kaufman (argumento de Erdés-Kahane)
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e Kahane [Kah71] prueba que dimg(u4) > 0 para todo a fuera
de un conjunto de excepciones de dimension de Hausdorff
cero.

e Kaufman (argumento de Erdés-Kahane)

e Tsujii [Tsu15] probo un resultado similar para medidas
autosimilares en R.
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e Kahane [Kah71] prueba que dimg(u4) > 0 para todo a fuera
de un conjunto de excepciones de dimension de Hausdorff
cero.

e Kaufman (argumento de Erdés-Kahane)

e Tsujii [Tsu15] probo un resultado similar para medidas
autosimilares en R.

Teorema (Kaufman, Tsujii)

Sea . una medida autosimilar en R no atémica. Entonces,
dado ¢ > 0, existe ¢ > 0 tal que para todo T suficientemente
grande, el conjunto

{€e[-T,T]: [@(©)|> T}

puede cubrirse con T¢ intervalos de longitud 1.
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e Decaimiento de la transformada de Fourier.




Consideramos u’;,: medida autosimilar asociada al IFSw
{ax+ ;37 , conp=(p1,....pm), t=(t1,...,tm).




Consideramos u’;,: medida autosimilar asociada al IFSw
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La convolucion de dos medidas de Borel de probabilidad 1y v
en R viene dada por la férmula
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Consideramos u’;,: medida autosimilar asociada al IFSw
{aX+ti ;Zp conp= (p17'-'7pm)7 t= (t17~~7tm)‘

La convolucion de dos medidas de Borel de probabilidad 1y v
en R viene dada por la férmula

e v(A) = (x ) {6y i x+y e A = [ p(x- A)dv(x).
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Consideramos u’;t: medida autosimilar asociada al IFSw
{aX+ti ;Zp conp= (p17'-'7pm)7 t= (t17~~7tm)‘

La convolucion de dos medidas de Borel de probabilidad 1y v
en R viene dada por la férmula

e v(A) = (x ) {6y i x+y e A = [ p(x- A)dv(x).

ugt es la convolucién infinita de medidas discretas Y1 p; 0t an,
entonces su transformada de Fourier es
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Consideramos u’;t: medida autosimilar asociada al IFSw
{aX+ti ;Zp conp= (p17'-'7pm)7 t= (t17~~7tm)‘

La convolucion de dos medidas de Borel de probabilidad 1y v
en R viene dada por la férmula

e v(A) = (x ) {6y i x+y e A = [ p(x- A)dv(x).

ugt es la convolucién infinita de medidas discretas Y1 p; 0t an,
entonces su transformada de Fourier es

ﬁg,t(u) = 10—_1 ®(a"v),

donde ®(u) = ps(u) = X124 pjexp(2ritiu).
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Lema

Lo siguiente vale paratodo y ¢ R y todo c € (0,1): si
d(y,Z) > g, entonces |®(y)| < 1 -n(c,p), donde

n(c,p) = pi + P2 —\/P2 + 2p1p2 cos(rC) + PR.
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Lema

Lo siguiente vale paratodo y ¢ R y todo c € (0,1): si
d(y,Z) > g, entonces |®(y)| < 1 -n(c,p), donde

n(c,p) = pi + P2 —\/P2 + 2p1p2 cos(rC) + PR.

Dem. Tenemos que
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Lema

Lo siguiente vale paratodo y ¢ R y todo c € (0,1): si
d(y,Z) > g, entonces |®(y)| < 1 -n(c,p), donde

n(c,p) = pi + P2 —\/P2 + 2p1p2 cos(rC) + PR.

Dem. Tenemos que
277)) = 2mit;
[D(¥)| = Pt + p2e™™ + " pje”™V|
j=3

m
< |py + p2cos(2my) +iposin(2ry)| + ij
j=3

=11 — P2 + /P2 + 2p1p2cOS(2my) + 2.

C. A. Mosquera - P. S. Shmerkin IMAS- CONICET, FCEyN - UBA

lecaimiento de la transformada de Fourier de in



Usando que d(y,Z) > §,
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Usando que d(y,Z) > 5, cos(2ry) < cos(wc).m

le la dimensior aimiento d



Usando que d(y,Z) > 5, cos(2ry) < cos(wc).m

e Para convoluciones de Bernoulli: ®(u) = cos(27u) y
n(c,p) =1-cos(wc).
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Proposicion (A)

Dados a < (0,1) y un vector de probabilidad p = (p1, ..., Pm)
existe C = C5 > 0 tal que se tiene lo siguiente: para cada e > 0
suficientemente chico vale lo siguiente para todo T
suficientemente grande: el conjunto de frecuencias u e [-T, T|
tales que @5 ,(u)| > T puede cubrirse con C,T° intervalos de
longitud 1, donde C, > 0 depende solo de a,

_log([1+1/a])é+ h(é)

- log(1/a)
log(a) .

log(1-n(3%4.p))

y h(é) = -¢log(é) - (1 -¢)log(1 -¢).

o

(A1),

g =
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Idea de Dem.
Tomando N e N tal que a' N < T < a ¥ podemos suponer que
T=al




Idea de Dem.
Tomando N e N tal que a' N < T < a ¥ podemos suponer que

T=ahl.
SeauconO<u<al.




ldea de Dem.

Tomando N e N tal que a'N < T < aN podemos suponer que
T=al.

Seaucon0<u<a™N Entonces u=ta conte[0,1].
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ldea de Dem.

Tomando N e N tal que a'N < T < aN podemos suponer que
T=al.

Seaucon0<u<a™N Entonces u=ta conte[0,1].

Entonces

72(w)] < | TT o(du)|

J=1

= |ﬁ¢(a’a"vt)|

o)l

IN
Tz

_L

Tie@s).

Jj=0
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|y| es la distancia de y € R al entero mas cercano.

le la dimensior aimiento d



|y| es la distancia de y € R al entero mas cercano. Dado ¢ > 0,
sea £ como en el enunciado. Sea

S(N,&) ={te[0,1]:|a”t| < ¢ para al menos (1 -Z)N enteros j € [N]}
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|y| es la distancia de y € R al entero mas cercano. Dado ¢ > 0,
sea £ como en el enunciado. Sea

S(N,&) ={te[0,1]:|a”t| < ¢ para al menos (1 -Z)N enteros j € [N]}

con [N]={0,17...,N—1},y§:§(a):2(;1).
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|y| es la distancia de y € R al entero mas cercano. Dado ¢ > 0,
sea £ como en el enunciado. Sea

S(N,&) ={te[0,1]:|a”t| < ¢ para al menos (1 -Z)N enteros j € [N]}

con [N]={0,1,..., N-1},y&=¢(a) = 2(;1).
Sit¢ S(N,¢) entonces, por el Lema,

5 ()l < (1 -n(2¢,p)) N =a =T,

usando la definicion de €.
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|y| es la distancia de y € R al entero mas cercano. Dado ¢ > 0,
sea £ como en el enunciado. Sea

S(N,&) ={te[0,1]:|a”t| < ¢ para al menos (1 -Z)N enteros j € [N]}

con [N]={0,1,..., N-1},y&=¢(a) = 2(;1).
Sit¢ S(N,¢) entonces, por el Lema,

5 ()l < (1 -n(2¢,p)) N =a =T,

usando la definicién de 2.
Deducimos que {t € [0, 1]:[z5 (ta )| > T} < S(N,2).
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|y| es la distancia de y € R al entero mas cercano. Dado ¢ > 0,
sea £ como en el enunciado. Sea

S(N,&) ={te[0,1]:|a”t| < ¢ para al menos (1 -Z)N enteros j € [N]}

con [N]={0,1,..., N-1},y&=¢(a) = 2(;1).
Sit¢ S(N,¢) entonces, por el Lema,

5 ()l < (1 -n(2¢,p)) N =a =T,

usando la definicién de 2.
Deducimos que {t € [0, 1]:[z5 (ta )| > T} < S(N,2).

Para probar que {u € [0, T]: |zz§7t(u)| > T-¢} puede cubrirse con
una cantidad pequena de intervalos de longitud 1, estimamos
la cantidad y longitud de intervalos necesarios para cubrir
S(N,é&). m.
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Teorema

Sea F ¢ C?(R) talque F"" >0 y sea . = ug’, una medida
autosimilar homogénea en R no atomica. Entonces existe

o =o(u) >0 (independiente de F) y C = C(F,u) > 0 tales que

|Fu(u)| < Clul™.
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Teorema

Sea F ¢ C?(R) talque F"" >0 y sea . = ug’, una medida
autosimilar homogénea en R no atomica. Entonces existe

o =o(u) >0 (independiente de F) y C = C(F,u) > 0 tales que

|Fu(u)| < Clul™.
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Teorema

Sea F ¢ C?(R) talque F"" >0 y sea . = ug’, una medida
autosimilar homogénea en R no atomica. Entonces existe
o =o(u) >0 (independiente de F) y C = C(F,u) > 0 tales que

|Fu(u)| < Clul™.

¢ De la prueba, se obtiene que o = min { (Sg‘s) , %}, donde

s =5s(u) es el exponente de Frostman de .
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Teorema

Sea F ¢ C?(R) talque F"" >0 y sea . = ug’, una medida
autosimilar homogénea en R no atomica. Entonces existe
o =o(u) >0 (independiente de F) y C = C(F,u) > 0 tales que

|Fu(u)| < Clul™.

¢ De la prueba, se obtiene que o = min { (Sg‘s) , %}, donde

s =5s(u) es el exponente de Frostman de .

Si el IFS satisface la OSC,
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Teorema

Sea F ¢ C?(R) talque F"" >0 y sea . = ug’, una medida
autosimilar homogénea en R no atomica. Entonces existe
o =o(u) >0 (independiente de F) y C = C(F,u) > 0 tales que

|Fu(u)| < Clul™.

¢ De la prueba, se obtiene que o = min { (Sg‘s) , %}, donde

s =5s(u) es el exponente de Frostman de .

i i —mi log p;
Si el IFS satisface la OSC, s = min], Toga-
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Teorema

Sea F ¢ C?(R) talque F"" >0 y sea . = ug’, una medida
autosimilar homogénea en R no atomica. Entonces existe
o =o(u) >0 (independiente de F) y C = C(F,u) > 0 tales que

|Fu(u)| < Clul™.

¢ De la prueba, se obtiene que o = min { (Sg‘s) , %}, donde

s =5s(u) es el exponente de Frostman de .

i i —mi log p;
Si el IFS satisface la OSC, s = min], Toga-

Si pj = 1/m para todo i, entonces s = log m/log(1/a).
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Corolario

Sea 1 la medida de Cantor-Lebesgue. Entonces para toda
funcién de clase C? F : R — R tal que F" > 0, existe una
constante Cr > 0 tal que

[Fu(u)l < Celul™

Mas aun, puede tomarse o = 0,032.
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Corolario

Sea 1 la medida de Cantor-Lebesgue. Entonces para toda
funcién de clase C? F : R — R tal que F" > 0, existe una
constante Cr > 0 tal que

[Fu(u)l < Celul™

Mas aun, puede tomarse o = 0,032.
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Corolario

Sea 1 la medida de Cantor-Lebesgue. Entonces para toda
funcién de clase C? F : R — R tal que F" > 0, existe una
constante Cr > 0 tal que

[Fu(u)l < Celul™

Mas aun, puede tomarse o = 0,032.

Dem. Se tiene que o = min { “;‘” ; %}
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Corolario

Sea 1 la medida de Cantor-Lebesgue. Entonces para toda
funcién de clase C? F : R — R tal que F" > 0, existe una
constante Cr > 0 tal que

|Fru(u)| < Crlul™
Mas aun, puede tomarse o = 0,032.
(s-9)

Dem. Se tiene que o = min{ 3 ,%} Buscamos ¢ tal que
s(p)-d(e) =e.

Shmerkin IMAS- CONICET, FCEyN - UBA
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Corolario

Sea 1 la medida de Cantor-Lebesgue. Entonces para toda
funcién de clase C? F : R — R tal que F" > 0, existe una
constante Cr > 0 tal que

[Fu(u)l < Celul™

Mas aun, puede tomarse o = 0,032.

Dem. Se tiene que o = mln{(s %) 5} Buscamos ¢ tal que
s(p)-d(e) =e.

Enestecasoa=1/3,p=(1/2,1/2),n(c,p) =1 -cos(wc) y
s(p) = :gggg Entonces usando (A1),
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Corolario

Sea 1 la medida de Cantor-Lebesgue. Entonces para toda
funcién de clase C? F : R — R tal que F" > 0, existe una
constante Cr > 0 tal que

[Fu(u)l < Celul™

Mas aun, puede tomarse o = 0,032.

Dem. Se tiene que o = mln{(s %) 5} Buscamos ¢ tal que
s(p)-d(e) =e.

Enestecasoa=1/3,p=(1/2,1/2),n(c,p) =1 -cos(wc) y
s(p) = :gggg Entonces usando (A1),

2log(2)é + h(¢) . 2log(3)e
og3) Y 7 Tlog(2)

5(2) =
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Sea

G(e)=s(pu)-d(e) - = log(2) 5., 2 (2log(3)5)+

“log3) > Tiog2” | Tog(2)
log(2) - 2log(3)e | Iog(2)—2|og(3)s)
( 10g(2) log(3) )°g( 0o )
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Sea
_ _log(2) 2 2log(3)e
G(e)=s(p) -0(e)-e= 0g(3) 5¢ + @dog (W) +
(Iog(2) -2log(3)e | log(2) - 2log(3)e
109(2) log(3) ) °g( l09(2) )
G(e) tiene como dominio (O, :g%g), y G(e) =0 siy sélo si

e ~0,048279. Luego, o = 0,032.
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Sea
_ _log(2) 2 2log(3)e
G(e)=s(p) -0(e)-e= 0g(3) 5¢ + @dog (W) +
(Iog(2) -2log(3)e | log(2) - 2log(3)e
109(2) log(3) ) °g( l09(2) )
G(e) tiene como dominio (O, :g%g), y G(e) =0 siy sélo si

e ~0,048279. Luego, 0 =0,032. m
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e Medidas autosimilares. Antecedentes. v/

le la dimensior aimiento d



e Medidas autosimilares. Antecedentes. v/

e Decaimiento de la transformada de Fourier. v/




o Medidas autosimilares. Antecedentes. v
e Decaimiento de la transformada de Fourier. v/

o Dimensién L2 de convoluciones.
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Seage(1,+c0),yseasy(i,q) =Y qep, 1(Q)9, donde (Dy) es
la particion de RY en intervalos diadicos de longitud 27"
Definimos
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Seage(1,+c0),yseasy(i,q) =Y qep, 1(Q)9, donde (Dy) es
la particion de RY en intervalos diadicos de longitud 27"
Definimos

log(sn(1, @)
dimg(p) : —|Imloof(q Dlog(2-m"
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Seage(1,+c0),yseasy(i,q) =Y qep, 1(Q)9, donde (Dy) es
la particion de RY en intervalos diadicos de longitud 27"
Definimos

Og(Sn(N7 q))
dimg(p) = ||m minf (g-1)log(2-)"

o La dimension L2 de una medida se conoce también como la
dimensién de correlacion.

C. A. Mosquera - P. S. Shmerkin
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Seage(1,+c0),yseasy(i,q) =Y qep, 1(Q)9, donde (Dy) es
la particion de RY en intervalos diadicos de longitud 27"
Definimos

log(sn(1,q))
dim = I|m| f
A = i " log(z ™)
o La dimension L2 de una medida se conoce también como la
dimensién de correlacion.

e La dimension L* coincide con el exponente de Frostman y
puede definirse
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Seage(1,+c0),yseasy(i,q) =Y qep, 1(Q)9, donde (Dy) es
la particion de RY en intervalos diadicos de longitud 27"
Definimos

-  timinf_109(Sn(1, Q)
dimg(p) = |rI)r_T)'I+I£]of G- 1)log(@’

o La dimension L2 de una medida se conoce también como la
dimensién de correlacion.

e La dimension L* coincide con el exponente de Frostman y
puede definirse

dim. () = limint XY D On)),
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e La funcién g ~ dimg() es continua y no creciente en
(1,+00].

le la dimensior aimiento d



e La funcién g ~ dimg() es continua y no creciente en
(1,+00].

e dimg () <dimy(p) paratodo g e (1,+o0], donde dimy es la
dimension de Hausdorff inferior de la medida p
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e La funcién g ~ dimg() es continua y no creciente en
(1,+00].

e dimg () <dimy(p) paratodo g e (1,+o0], donde dimy es la
dimension de Hausdorff inferior de la medida p

dimy(p) := inf{dimy(A) : u(A) > 0}.
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e La funcién g ~ dimg() es continua y no creciente en
(1,+00].

e dimg () <dimy(p) paratodo g e (1,+o0], donde dimy es la
dimension de Hausdorff inferior de la medida p

dimy(p) := inf{dimy(A) : u(A) > 0}.

o dimp(p) <dima(p).
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e La funcién g ~ dimg() es continua y no creciente en
(1,+00].

e dimg () <dimy(p) paratodo g e (1,+o0], donde dimy es la
dimension de Hausdorff inferior de la medida p

dimy(p) := inf{dimy(A) : u(A) > 0}.

o dimp(p) <dima(p).
« [FLRO2]
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Teorema (B)

Sea i = u; p como antes. Dado cualquier > 0, existe
o=o(a,p,r) >0 tal que vale lo siguiente: sea v una medida de
probabilidad de Borel con dimy(v) < 1 - k. Entonces

dima(p + v) >dima(v) + 0.

Mas precisamente, podemos tomar o = 2¢, donde ¢ = £(a, p, k)
es tal que el valor de 6 = (¢, a, p) dado en (A1) de la
Proposicion (A) satisface

k—-2¢=90. (B1)
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Teorema (B)

Sea i = u; p como antes. Dado cualquier > 0, existe
o=o(a,p,r) >0 tal que vale lo siguiente: sea v una medida de
probabilidad de Borel con dimy(v) < 1 - k. Entonces

dima(p + v) >dima(v) + 0.

Mas precisamente, podemos tomar o = 2¢, donde ¢ = £(a, p, k)
es tal que el valor de 6 = (¢, a, p) dado en (A1) de la
Proposicion (A) satisface

k—-2¢=90. (B1)
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Teorema (B)

Sea i = u; p como antes. Dado cualquier > 0, existe
o=o(a,p,r) >0 tal que vale lo siguiente: sea v una medida de
probabilidad de Borel con dimy(v) < 1 - k. Entonces

dima(p + v) >dima(v) + 0.

Mas precisamente, podemos tomar o = 2¢, donde ¢ = £(a, p, k)
es tal que el valor de 6 = (¢, a, p) dado en (A1) de la
Proposicion (A) satisface

k—-2¢=90. (B1)

o [Shm16].
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e Medidas autosimilares. Antecedentes. v/

le la dimensior aimiento d



e Medidas autosimilares. Antecedentes. v/

e Decaimiento de la transformada de Fourier. v/




o Medidas autosimilares. Antecedentes. v
e Decaimiento de la transformada de Fourier. v/

e Dimensién L2 de convoluciones. v/
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Medidas autosimilares. Antecedentes. v

Decaimiento de la transformada de Fourier. v

Dimension L2 de convoluciones. v/

Dimension de convoluciones de Bernoulli.
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Consideramos /.5 convoluciones de Bernoulli con radio de
contraccion ay peso p.




Consideramos /.5 convoluciones de Bernoulli con radio de
contraccion ay peso p.

Teorema (C)

Para todo pg € (0,1/2) existe C = C(py) > 0 tal que

inf  dim.(12)>1-C(1-a)log(1/(1 - a)).
PE[po,1-po]
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Consideramos /.5 convoluciones de Bernoulli con radio de
contraccion ay peso p.

Teorema (C)

Para todo pg € (0,1/2) existe C = C(py) > 0 tal que

inf  dim.(12)>1-C(1-a)log(1/(1 - a)).
PE[po,1-po]
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Consideramos /.5 convoluciones de Bernoulli con radio de
contraccion ay peso p.

Teorema (C)
Para todo pg € (0,1/2) existe C = C(py) > 0 tal que

inf  dim.(12)>1-C(1-a)log(1/(1 - a)).
P[P0, 1-po]

Lema

Sean i, v dos medidas de probabilidad en R. Entonces

dimg(,u,) F dlmg(lj)

dime (p * v) > 5
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Dem.Teo.[C]:
Fijemos a ¢ (0,1) cerca de 1. Definimos

le la dimensior aimiento d



Dem.Teo.[C]:
Fijemos a ¢ (0,1) cerca de 1. Definimos

N=Nz:=min{neN:a" <1/2}.




Dem.Teo.[C]:
Fijemos a ¢ (0,1) cerca de 1. Definimos

N=Nz:=min{neN:a" <1/2}.

Entonces

IA
\]
VAN
N =

a
2




Dem.Teo.[C]:
Fijemos a ¢ (0,1) cerca de 1. Definimos

N=Nz:=min{neN:a" <1/2}.

Entonces
a n_1
2" 2

Suponiendo que a > 1/2, obtenemos aM ¢ (1/4,1/2).
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Dem.Teo.[C]:
Fijemos a ¢ (0,1) cerca de 1. Definimos

N=Nz:=min{neN:a" <1/2}.

Entonces

a N 1
—<a —.
259 <3

Suponiendo que a > 1/2, obtenemos aM ¢ (1/4,1/2).

Fijemos « € (0,1), y supongamos que dima(u2) <1 - k.
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Si Sa(x) = ax, podemos escribir

le la dimensior aimiento d



Si Sa(x) = ax, podemos escribir

ph = NZN * SaMZN Kook aN-W‘gN' (*)

le la dimensior aimiento d



Si Sa(x) = ax, podemos escribir

1o = Hop + Sapily * % Sovaply. (+)

Sabemos que dimz () > 0.




Si Sa(x) = ax, podemos escribir
ph = NgN * SaHZN Foeek aN-1l‘§N- (*)

Sabemos que dimg(ugN) > 0. Entonces, como dimy(p8) <1 -k
y vale (*), obtenemos
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Si Sa(x) = ax, podemos escribir
ph = NgN * SaHZN Foeek aN-1l‘§N- (*)

Sabemos que dimg(ugN) > 0. Entonces, como dimy(p8) <1 -k
y vale (+), obtenemos dima(uf,) <1 - k.
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Si Sa(x) = ax, podemos escribir
ph = M’ZN * SaNgN Kook aN-1l‘§N- (*)

Sabemos que dimg(ugN) > 0. Entonces, como dimy(p8) <1 -k
y vale (+), obtenemos dima(uf,) <1 - k.

Por Teorema [B], existe o = o4p(x) > 0 tal que
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Si Sa(x) = ax, podemos escribir
ph = M’ZN * SaNgN Kook aN-1l‘§N- (*)

Sabemos que dimg(ugN) > 0. Entonces, como dimy(p8) <1 -k
y vale (+), obtenemos dima(uf,) <1 - k.

Por Teorema [B], existe o = o4p(x) > 0 tal que

dima (1 * SarlPy) > 0.

. Shmerkin IMAS- CONICET, FCEyN - UBA
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Si Sa(x) = ax, podemos escribir
1o = by + Sapily + o x Sy (%)
Sabemos que dimg(ugN) > 0. Entonces, como dimy(p8) <1 -k
y vale (+), obtenemos dima(uf,) <1 - k.
Por Teorema [B], existe o = o4p(x) > 0 tal que
dima (12 * Saify) > 0.

Inductivamente usando (), luego de N — 1 pasos, tenemos
que si dimy(12) <1 - &, entonces

dima (1) > (N - 1)o.
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Si Sa(x) = ax, podemos escribir
ph = M’ZN * SaHgN Foek aN-hugN- (*)

Sabemos que dimg(ugN) > 0. Entonces, como dimy(p8) <1 -k
y vale (+), obtenemos dima(uf,) <1 - k.

Por Teorema [B], existe o = o4p(x) > 0 tal que
dima (12 * Saply) > 0.

Inductivamente usando (), luego de N — 1 pasos, tenemos
que si dimy(12) <1 - &, entonces

dima (1) > (N -1)o.
Luego, si x es tal que o = o4p(x) = 1/(N - 1), entonces

dima(pB) > 1 - k.
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Estimacion de « : C; son constantes que so6lo dependen de pg.




Estimacion de « : C; son constantes que so6lo dependen de pg.
De (B1), k =0 + o con 6 = §(o/2) viene dado por (A1).
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Estimacion de « : C; son constantes que so6lo dependen de pg.
De (B1), k =0 + o con 6 = §(o/2) viene dado por (A1).

De (A1) se tiene que £ = C(a", p)o, con C > 0 que depende
continuamente de aV'y p.
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Estimacion de « : C; son constantes que so6lo dependen de pg.
De (B1), k =0 + o con 6 = §(o/2) viene dado por (A1).

De (A1) se tiene que £ = C(a", p)o, con C > 0 que depende
continuamente de aV'y p.

Usando que @V € [1/4,1/2] y p € [po,1 - po], de (A1) se obtiene
que, para o chico, existe C; > 0 tal que

d < Cyolog(1/o).

IMAS- CONICET, FCEyN - UBA

C. A. Mosquera - P. S. Shmerkin

decaimiento de la transformada de Fourier



Estimacion de « : C; son constantes que so6lo dependen de pg.
De (B1), k =0 + o con 6 = §(o/2) viene dado por (A1).

De (A1) se tiene que £ = C(a", p)o, con C > 0 que depende
continuamente de aV'y p.

Usando que @V € [1/4,1/2] y p € [po,1 - po], de (A1) se obtiene
que, para o chico, existe C; > 0 tal que

d < Cyolog(1/o).
Luego,

dima(pf) >1-k>1-0-Ciolog(1/o) >1-Coclog(1/c) (**)
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Estimacion de « : C; son constantes que so6lo dependen de pg.
De (B1), k =0 + o con 6 = §(o/2) viene dado por (A1).

De (A1) se tiene que £ = C(a", p)o, con C > 0 que depende
continuamente de aV'y p.

Usando que @V € [1/4,1/2] y p € [po,1 - po], de (A1) se obtiene
que, para o chico, existe C; > 0 tal que

d < Cyolog(1/o).
Luego,
dima(pf) >1-k>1-0-Ciolog(1/o) >1-Coclog(1/c) (**)

Como a'7 =aN-"<a'/2<2/3, o <log(1/a)/log(3/2).
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Estimacion de « : C; son constantes que so6lo dependen de pg.
De (B1), k =0 + o con 6 = §(o/2) viene dado por (A1).

De (A1) se tiene que £ = C(a", p)o, con C > 0 que depende
continuamente de aV'y p.

Usando que @V € [1/4,1/2] y p € [po,1 - po], de (A1) se obtiene
que, para o chico, existe C; > 0 tal que

d < Cyolog(1/o).
Luego,
dima(pf) >1-k>1-0-Ciolog(1/o) >1-Coclog(1/c) (**)
Como a'/7 =aVN-1<a'/2<2/3, 0 <log(1/a)/log(3/2). Asi,

o< Cs(1-a).
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Usando (xx*), obtenemos

dimz(p3) > 1~ Cs(1-a)log(1/(1 - a)).

le la dimensior aimiento d



Usando (xx*), obtenemos
dimy(p2) > 1 - Cs(1-a)log(1/(1 - a)).

Como vale

1 = 1Dy + Sapl,,
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Usando (xx*), obtenemos
dimy(p2) > 1 - Cs(1-a)log(1/(1 - a)).

Como vale

1 = 1Dy + Sapl,,

por el Lema,

dime (12) > 1-Cs(1-a%) log(1/(1-a%)) > 1-Cs(1-a)log(1/(1-a)).m
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Vale

log(p® + (1-p)*)

dima(pty) = e
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Vale

log(p® + (1 - p)?)
log(aV) '

Corolario

Existe una constante C > 0 tal que

dima(1hy) =

dime(p12) >1-C(1 - a)log(1/(1 - a)).
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Vale

log(p® + (1 - p)?)
log(aV) '

Corolario

Existe una constante C > 0 tal que

dima(1hy) =

dime(p12) >1-C(1 - a)log(1/(1 - a)).
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Vale

log(p® + (1-p)*)

dima(48y) = e

Corolario

Existe una constante C > 0 tal que

dime(p12) >1-C(1 - a)log(1/(1 - a)).

Dem. Sea a€ (0,1) cercade 1 ysea N=inf{neN:a" < 1/2}.
Asi aV > a/2.
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Vale

log(p® + (1-p)*)

dimZ(M:N) = Iog(aN)

Corolario

Existe una constante C > 0 tal que

dime(p12) >1-C(1 - a)log(1/(1 - a)).

Dem. Sea a€ (0,1) cercade 1 ysea N=inf{neN:a" < 1/2}.
Asi aV > a/2. Luego

) - 212
. log(1/2) 1 log(1/a)
~ log(a/2) log(2/a)’
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Como antes, si dimx(u4) < (1 - a) entonces existe
o=o0(k,a)>0con
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Como antes, si dimx(u4) < (1 - a) entonces existe
o=o0(k,a)>0con

dimz(,ua) 2 dimg(,uaN) + (N— 1)0
log(1/a)
21~ toa(z/an F Ve
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Como antes, si dimx(u4) < (1 - a) entonces existe
o=o0(k,a)>0con

dimz(,ua) 2 dimg(,uaN) + (N— 1)0
log(1/a)
21~ toa(z/an F Ve

entonces

Six estal que o = 22073 L,
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Como antes, si dimx(u4) < (1 - a) entonces existe
o=o0(k,a)>0con

dimz(,ua) 2 dimg(,uaN) + (N— 1)0
log(1/a)
21~ toa(z/an F Ve

entonces

Six estal que o = 22073 L,

d|m2(,U/a) > 1-k.
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Como antes, si dimx(u4) < (1 - a) entonces existe
o=o0(k,a)>0con

dimz(,ua) 2 dimg(,uaN) + (N— 1)0
log(1/a)
21~ toa(z/an F Ve

entonces

Six estal que o = 22073 L,

d|m2(,U/a) > 1-k.

Estimacion de x + Lema. m
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Futuros trabajos:

« Considerar el atractor ) o del IFS (AOx - 1, AOx + /) con
pesos (1/2,1/2), donde A € (0,1), O es una aplicacién
ortogonal de R? e / es la identidad (es decir, una generalizacién
de las convoluciones de Bernoulli para dimensién d > 1).
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Futuros trabajos:

« Considerar el atractor ) o del IFS (AOx - 1, AOx + /) con
pesos (1/2,1/2), donde A € (0,1), O es una aplicacion
ortogonal de R? e / es la identidad (es decir, una generalizacién
de las convoluciones de Bernoulli para dimensién d > 1).

e Dados A1, A2 € (0, 1), considerar el atractor ., », del IFS
(Ax,A2x +1) con pesos (1/2,1/2) (es decir, una versién no
homogénea de las convoluciones de Bernoulli).
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Muchas gracias!!!

Shmerkin IMAS- CONICET, FCE;

acotacione



